Concursul interjudetean de matematica
»UNIREA 2010”, editia a X-a
Focsani, 29 ianuarie 2010

Clasa a VII-a

V2 +3Vx

Subiectul 1. Sa se determine X € N astfel ca —=——— sa fie numar intreg.
22 —Jx ¢

Subiectul 2. Sa se determine multimea:

2 2
Az{keNEIp,qu* astfel incat 362—+q=k}.
pg

Subiectul 3.  Fie triunghiul ascutitunghic ABC si AD L BC, De(BC),

AD =BC si patratele CDEF, BDGH (dreapta BC separa A de E si G). Sa se
arate ca dreptele BF, CH si AD sunt concurente.

Subiectul 4. Fie M, = {AABC | AB,BC e N*, AC=n,neN* 51 AB = CD},

unde D este piciorul bisectoarei unghiului BAC.
a) Sa se arate cd M, # I ;

b) Sa se determine triunghiul din multimea M, care are perimetrul maxim;
c) Sasearateca M,,,, = .

Timp de lucru 3 ore.

SUCCES!



Concursul interjudetean de matematica
»UNIREA 2010”, editia a X-a
Focsani, 29 ianuarie 2010

Clasa a VIII-a

Yy z

. < < . X . .
Subiectul 1. a) Sa se arate ca ecuatia + + =0 are o infinitate
X+y y+Z Z+X

de solutii intregi;
b) Sa se arate cad orice solutie a ecuatiei date este soutie si a

..y z X
ecuatiel + + =3.
X+y Yy+Z Z+X

Subiectul 2. a) Sa se arate cd numarul Xx=3n-10"-4"+1 se divide cu 9,
oricare ar fi n numar natural;
b) Dacd neN, sd se determine partea intreagd a numarului

Jni—n+dn2+n+Jn*+3n+2.

Subiectul 3. Fie numerele naturale a, b, ¢, n astfel incit a<b<c<n sin

numir prim. Aritati ¢ numerele a*, b*, ¢* nu pot da acelasi rest la Impirtirea
2

cu n-.

Subiectul 4.  Pe planul patratului ABCD, cu latura de 3, de aceeasi parte a
planului, in punctele B, C si D se ridica perpendicularele BB, =2, CC, =8 si
DD, =4.

a) Sa se determine pe perpendiculara in A pe planul patratului, punctul A,
astfel incat punctele A, B, C, si D, sa fie coplanare;

b) Sa se determine distanta de la punctul O la intersectia planelor (ABC) si
(ABC,), unde {O}=ACNBD.

Timp de lucru 3 ore.

SUCCES!



Concursul de matematica "UNIREA", Editia a X-a
Focsani, 29 ianuarie 2010

Clasa a IX-a

Subiectul 1. Fie a si n numere naturale nenule, astfel incat a < v/2n. S se
o o n2 i3 [ . . [} . .
arate ca numaérul [2} este patrat perfect daca si numai daca n se divide
a
cu a.

Subiectul 2. Functia f : R — R are proprietatea

f)+f(z+y) €, ()

pentru orice x € R gi orice y > 0. S se arate cd f (z) € Q, pentru orice
z eR.

Subiectul 3. Fie ABC un triunghi. Pe laturile BC,CA si AB consideram
punctele A’, B’ si C" astfel incat segmentele AA’, BB’ si CC’ sunt con-
curente in punctul M.

a) Si se demonstreze relatia lui Van Aubel:

AM  AB' N AC
MA" ~ B'C  C'B’

b) Stiind ci
AM BM CM
MA MB' MC’

= 2010,

sa se calculeze
AM BM CM

MA’ + MB' + MC

Subiectul 4. Fie trunghiul ascutitunghic ABC cu centrul de greutate G. Con-
siderdm o dreaptd d care trece prin G si intersecteazd segmentele (AB) si
(AC) in punctele M si, respectiv, N. Fie O intersectia segmentelor [BN]
si [CM]. Ardtati cd expresia

2[AMN] + [BOC] — [MON]

este constantd, adicd nu depinde de alegerea dreptei d. (Prin [XY Z] am
notat aria triunghiului XY 7).



Concursul de matematica "UNIREA", Editia a X-a
Focsani, 29 ianuarie 2010

Clasa a X-a

Subiectul 1. Fie n un numar natural nenul. Se noteazi cu a, numarul sub-
multimilor nevide ale multimii {1,2,...,n} care nu contin numere conse-
cutive. S& se arate ca

Qp+2 = Gpy1 + ap + 17
pentru orice n € N*.

Subiectul 2. Fie a,b, c,d € C* afixele varfurilor patrulaterului convex ABCD.
Stiind c&
a) ac = ac, bd = bd;
b)a+b+c+d=0,
aratati cd ABCD este paralelogram.

Subiectul 3. Functia f : Z — Z verifica relatia

fa+y)+flay)=Ff@)+f)+f(@)fy), ()

pentru orice x,y € Z.
a) Ardtati ca f (1) € {-1,0,1}.
b) Determinati toate functiile care verificd relatia (*).

Subiectul 4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si £ € R, 0 < k < % Pe
laturile BC, CA, AB se considerd punctele D, E, F, astfel incat BD =
kBC, CE = kCA, AF = kAB. Si se stabileasci dacd urmitoarele doui
conditii sunt echivalente:

(1) Triunghiul ABC este asemenea cu triunghiul DEF;
(2) Triunghiul ABC este echilateral.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA ,,UNIREA”
A X-A EDITIE, FOCSANI, 29 IANUARIE 2010

Clasa a XI-a

1. a) Aratati ca, daca a,b,c,d € R, atunci

1 1 1 1 1 1 1 1
a b c d la b ¢ d
ala —1) b(b—1) cle—1) dld—1) | |a® v & &
ala—1)(a—2) b(b-1)(b—2) c(c—1)(c—2) d(d—1)(d—2) ad v 3 dB
b) Fie n > 2 un numar natural §i aj,as,...,a, numere intregi. Aratati ca
numarul  [[ (aj —a;) este divizibil cu  [[ (5 —1).
1<i<j<n 1<i<j<n

2. a) Aratati ci, dacd X € M3(R), atunci 2det(X) = (tr(X))? —tr(X?), unde
tr(M) reprezinta urma matricei patrate M (suma elementelor de pe diagonala
principala).

b) Se stie ca matricele A € M32(R), B € Ma3(R) au proprietatea

b
AB = d , unde a,b,c,d € R.
0

S o Q2
o O O

Demonstrati ca det(BA) = ad — be.

3. a) Demonstrati ca

b) Calculati

4. Fie doua functii f, g : R — R cu proprietatea

|f(z) = f(w)] < lg(x) — g(y)|, pentru orice z,y € R.

a) Demonstrati ca, dacad lim g(x) exista gi este finita, atunci lim f(x) exista.
T—00 T—r00

b) Ramane concluzia precedenta valabila in cazul in care lim g(x) = oo ?
T—00

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA ,,UNIREA”
A X-A EDITIE, FOCSANTI, 29 TANUARIE 2010

Clasa a XII-a

1. Fie n > 1 un numar natural si (G, -) un grup astfel incat functia f : G — G,
f(z) = z™ sa fie morfism de grupuri.

a) Aratati ca, daca n = 3 si f este injectiva, atunci G este comutativ.

b) Aratati ca, daca n = 3 gi f este surjectiva, atunci G este comutativ.

c¢) Dati exemplu de grup necomutativ pentru care functiag : G — G, g(z) =z
este automorfism de grupuri.

4

2. Fie k > 1 un numar natural si G o submultime cu k elemente a lui M, (R),
n > 2, care este parte stabila in raport cu Inmultirea matricelor si este grup in

raport cu operatia indusa. Fie S = > A si t urma matricei S (suma elementelor
AeG
de pe diagonala principald). Stiind ca t = nk, aratati ca S = kI,.

3. Se considera functia f : [0,1] — R, derivabila pe [0, 1] si cu proprietatea

f(0) = 0. Calculati
1
. x
s 11 () e

4. Fie o functie continua f : [0,00) — R, cu proprietatea

1
Vz >0

|f(z)] < Zrr ez

si F' o primitiva sa. Aratati cd F' este marginita si ca li_)m F(x) exista.
xr oo

Timp de lucru: 3 ore
Fiecare problema este notata de la 0 la 7 puncte



